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Calki nieoznaczone - calkowanie funkcji wymiernych

Teoria

Twierdzenie | Kazda funkcje wymierna wtasciwa da sie roztozy¢ na sume ulamkéw prostych:
—_— -t
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. 1 . - . . . . .
Catki /2( sprowadzamy do poprzedniego typu zapisujac mianownik w postaci kanonicznej.
e+ pr+q

_ 1r . o . . . . .
Catki [ —— ‘ sprowadzamy do poprzedniego typu zapisujac mianownik w postaci kanonicznej.
2+ pr+gq

A;’ B
Catki /72 T dzx, A < 0, wyrazamy jako kombinacje dwdch calek:
x* +pr+q

Ar+ B 2r+p dx
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gdzie o, 3 spetniaja warunki Az + B = «a (;1‘2 + pr + q)’ + .

Catki /%dw, gdzie A < 0, liczymy wykorzystujac wzér rekurencyjny:
(% + pr +q)

[ dx _ 1 x n 2n—3
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Jo_1, n=2,3,...
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Calki nieoznaczone - calkowanie funkcji wymiernych

START: Masz funkcje wymierng f(z) = gﬁiﬁ

e KROK 1 (Decyzja): Czy stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika?
o NIE: Funkcja niewtasciwa. Wykonaj Dzielenie Wielomianéw (Krok 2).
o TAK: Przejdz dalej (Krok 3).
e KROK 2: Zapisz funkcje jaka W (z) + g%g gdzie R/ jest juz wiasciwa.
e KROK 3 (Decyzja): Czy postac funkcji pozwala na natychmiastowe catkowanie (czy jest to juz utamek
prosty)?
o NIE: Wykonaj Rozktad na utamki proste (Krok 4).
o TAK: Przejdz do wyboru wzoru (Krok 5).
e KROK 4: Wykorzystaj metode wspétczynnikéw nieoznaczonych, aby rozbi¢ funkcje na sume prostszych
utamkow.
e KROK 5 (Decyzja): Rodzaj utamka prostego.
o Rodzaj I: Postac ﬁ Przejdz do Kroku 6.
Mz+N

o Rodzaj II: Posta¢ Feawrm (mianownik nierozktadalny). Przejdz do Kroku 7.

e KROK 6: Zastosuj wzoér na logarytm naturalny lub funkcje potegowa.

e KROK 7: Sprowadz do postaci z arctg lub uzyj wzoru rekurencyjnego.

Zadania

Zadanie 1 Oblicz catki

1. Utamek prosty | rodzaju (wyktadnik n = 1)
7

3r—2
2. Utamek prosty | rodzaju (wyktadnik n > 1)

2 l
[ e

3. Utamek prosty Il rodzaju (posta¢ podstawowa)

3
f 2425 dr

4. Utamek prosty Il rodzaju (dopetnienie do kwadratu)

3
/ 2™
(Wskazéwka: sprowadz mianownik do postaci (z +2)2 +9)

dr =

5. Utamek prosty Il rodzaju (z liniowym licznikiem)
r—3
———dzr
/ 2416
(Wskazéwka: rozbij na dwie catki — jedna do logarytmu, druga do arcus tangensa)
6. Funkcja wymierna wtasciwa (2 rézne utamki | rodzaju)

/ 2r+3 ;
— =z
22 -3 +2

(Wskazéwka: mianownik to (z — 1)(x — 2))
7. Funkcja wymierna witasciwa (3 utamki | rodzaju — mianownik wielokrotny)
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22 +1 ’
m d-;l

(Wskazéwka: rozléz na utamki proste lub podstaw ¢ == — 1)

8. Funkcja wymierna wtasciwa (mieszany rozktad | i I rodzaju)

/ 5u? —dr 413
T
(x — 1)(22 1 4)

(Wskazéwka: wyznacz postac rozktadu na utamki proste: znajdz wspétczynniki A, B, C')
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