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Calki niewlasciwe

Teoria
Niech funkcja f bedzie catkowalna na kazdym przedziale domknietym zawartym w jej dziedzinie.

Definicja 1 (Calka niewlasciwa pierwszego rodzaju) Niech f : [a, +00) — R.

B
Catka niewfasciwa funkcji f na przedziale [a, +oc) nazywamy granice 31in1 / f(x)dz i oznaczamy
HB——+o0
+oo ) a

f(x)dx.

ﬂ" . . . . . . . . . . e
Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wiasciwa, to moéwimy, ze catka niewtasciwa funkcji f
na [a,+o0) jest zbiezna.

Jezeli granica ta jest rowna +o00 lub —oo, to mowimy, ze catka jest rozbiezna odpowiednio do +oco lub
do —o0.
W pozostatych przypadkach moéwimy, ze catka jest rozbiezna.

Definicja 2 Niech f : (—oco,b] — R. Catka niewfasciwa funkcji f na przedziale (—oc, b] nazywamy
b b
/ f(z)dz = lim / f(x)dz.

Definicja 3 Niech f: R — R. Catka niewtasciwg z funkcji f na prostej (—oo, +00) nazywamy

fmf{:c)dx = /cL f(;r]d:r—i—/ mf(;r)d;r:

gdzie a oznacza dowolna liczbe rzeczywista.
Jezeli obie catki po prawej stronie znaku rownosci sa zbiezne, to mowimy, ze catka niewtasciwa funkcji f
na (—oco, +00) jest zbiezna.

Definicja 4 (Calka niewlasciwa drugiego rodzaju) Niech funkcja f : (a,b] — R bedzie nieograniczona
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz catkowalna na kazdym przedziale domknietym zawartym
w je] dziedzinie.

Catke niewtasciwg drugiego rodzaju funkcji f na przedziale (a,b] definiujemy nastepujaco:

b b
/f(:r)d:r = 1im+/ f(z)dzx.

Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wiasciwa, to mowimy, ze catka niewtasciwa z funkcji
f na (a,b] jest zbiezna.

Jezeli granica ta jest réwna +oo lub —oo, to méwimy, ze catka jest rozbiezna odpowiednio do +oc lub
—00.

W pozostatych przypadkach méwimy, ze catka jest rozbiezna.
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Definicja 5 Niech funkcja f : [a,c) U (e,b] — R bedzie nieograniczona tylko na obu jednostronnych
sasiedztwach punktu c. Catke niewtasciwa funkcji f na przedziale [a,b] definiujemy nastepujaco:

‘/: f(z)dz := ‘/: f(z)dx + ‘/Cb f(z)d.

Jezeli obie catki po prawej stronie znaku réwnosci s zbiezne to mowimy, ze catka niewtasciwa funkcji f
na [a, b] jest zbiezna.

Definicja 6 Jezeli f : (a,b) — R jest nieograniczona na prawostronnym sasiedztwie punktu a i na le

wostronnym sasiedztwie punktu b, to catke niewtasciwa funkcji f na przedziale (a,b) definiujemy

nastepujaco: , . ,
r)dr = x)dr x)dr,
[ 1@ = [ j@ys+ [ fyas,

gdzie d jest dowolnym punktem przedziatu (a,b), przy czym zbieznos¢ powyzszej catki niewtasciwej nie
zalezy od wyboru punktu d.
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